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Abstract 

We generalize to the non simply-laced case results of Geifi, Leclerc and Schroer about the cluster structure of the 
coordinate ring of the maximal unipotent subgroups of simple Lie groups. In this way, cluster structures in the 
non simply-laced case can be seen as projections of cluster structures in the simply-laced case. This allows us to 
prove that cluster monomials are linearly independent in the non simply-laced case. 

Resume 

On generalise au cas non simplement lace des resultats de Geifi, Leclerc et Schroer sur les structures amassees 
des algebres de fonctions sur les sous-groupes unipotents maximaux des groupes de Lie simples. Cela permet 
en particulier de voir les structures amassees dans le cas non simplement lace comme projections des structures 
amassees dans le cas simplement lace. Cela permet aussi de montrer la liberte des monomes d'amas dans le cas 
non simplement lace. Pour citer cet article : L. Demonet, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 336 (2003). 



Abridged English version 

Fomin and Zelevinsky [3] introduced cluster algebras and constucted with Berenstein [1] a cluster 
structure on the function algebras C[N] where N is a maximal unipotent subgroup of a simple Lie group 
G. This structure was interpreted in the simply-laced case (A, D, E) by Geifi, Leclerc and Schroer in 
terms of rigid representations of preprojective algebras [6]. Our aim is to extend these results to the non 
simply-laced case (B, C, F and G). 
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Let D be a simply-laced Dynkin diagram and a be an admissible automorphism of D. There are two 
natural ways to construct from D and a another Dynkin diagram : D' defined by Lusztig [15] and D" 
defined by Kac [12]. All the non simply-laced Dynkin diagrams can be obtained in each of these two ways. 
For example, if D = A 2n -i and a is the order 2 diagram automorphism, we have D 1 = B n and D" = C n . 

Let G be the connected and simply connected Lie group of Dynkin diagram D and G" be the connected 
and simply connected Lie group of Dynkin diagram D" . Let N and N" be their maximal unipotent 
subgroups. Let n and n" be the Lie algebras of N and N" . There is a natural injective morphism from 
n" into n [12, 7.9]. Therefore U(n") can be identified to a subalgebra of U(n). As U(n)* ~ C[N] and 
U(n")* ~ C[N"} as Hopf algebras, this gives a surjection p : C[N] -» C[N"}. 

Let A be a ring and T be a group acting on A. The additive group A <g>z Z[T] can be endowed with a 
ring structure by defining (on ®gi){a 2 ®g 2 ) = {a\g\{a 2 ) ® g\g 2 ) for all {a\,gi), (a 2 , 32) € A x T. This ring, 
called a skew-group ring of T in [16], will be denoted by AT. If A is a /c-algebra, it induces a fc-algebra 
structure on AT. 

Let A be a Dynkin diagram with set of vertices I. Let Ai, A2 be simply-laced Dynkin diagrams with 
sets of vertices I\, I 2 and a\, a 2 be admissible automorphisms of Ai and A 2 such that A^ = A 2 = A. Let 
n be the common order of a\ and a 2 . Let Ai and A 2 be the preprojective algebras of some orientations 
of Ai and A 2 compatible with a\ and a 2 (see [4]). Let Ti be the automorphism group of Ai generated 
by a\. Using methods of [16], one proves 

Proposition 1 There is an equivalence of categories <I> : mod AiTi — > mod A 2 . 

Let F : mod A^i -> mod Ai be the forgetful functor. For M e mod A 2 , set S(M) = 0feZo a 2( M ) and 
S(M) the largest basic submodule of S(M). 

Two A 2 -modules M and N will be called a 2 -isomorphic if S(M) ~ S(N). 

A AiTi-module M will be called F-rigid (resp. F-basic) if F{M) is rigid (resp. basic). A A 2 -module M 
will be called a 2 -rigid (resp. a 2 -basic) if S(M) is rigid (resp. if it has not two direct summands which are 
a 2 -isomorphic). An F-rigid AiTi-module (resp. a 2 -rigid A 2 -module) M will be called maximal F-rigid 
(resp. a 2 -rigid) if for every AiTi-module (resp. A 2 -module) X, if M (B X is F-rigid (resp. a 2 -rigid) then 
F(X) (resp. S(X)) is a direct summand of F(M) (resp. S(M)). 

For i € I = / 2 /a 2 , define Qi = © iei Qi where Qi is the injective envelope of the simple A 2 -module Si 

and Si = Yliei ^\ wnere the Sj are defined in [9]. Let iii 2 . . . i& be a reduced expression of the longest 
element of the Weyl group associated to A. One can define the maximal rigid basic A 2 -module 

k 

Fijia...^ = @ ^h^i 2 ■ ■ ■ £i e (Qie) ® ^ Qi- 

1=1 iei 

Proposition 2 (i) Let X, X' e modA^i. Then F{X) ~ F(A') if and only if S(<f>(X)) ~ S(&(X')). 
(ii) A K\T i-module X is F -rigid (resp. F -basic) if and only if $(X) is a 2 -rigid (resp. a 2 -basic). 
(Hi) Let T 2 e modA 2 such that S(F 2 ) = Ti 1 i 2 ...i fc . It is maximal a 2 -rigid and has r non a 2 -isomorphic 

indecomposable summands where r is the number of positive roots of A. 
(iv) The a 2 -rigid K 2 -modules have at most r non a 2 -isomorphic summands. The maximal ones have 

exactly r non a 2 -isomorphic summands. 
(v) A K 2 -module is maximal a 2 -rigid if and only if S(A) is maximal rigid. Moreover, each maximal 

basic rigid a 2 -stable A 2 -module has at least one preimage by S. 
Let F = T (B X be a maximal o 2 -rigid o 2 -basic A 2 -module, such that A is a non projective indecom- 
posable summand. If / is a minimal left add(S l (Fo))-approximation of X then / is injective and we will 
denote v x (T) ~T ®Y where Y = coker/. 

Proposition 3 (i) The module Y is indecomposable and vx{T) is maximal a 2 -rigid a 2 -basic. 
(ii) v x {vy{T)) = T. 

(Hi) H{vx{T)) only depends on S(F) and Y,(X). 



2 



Let G 2 and G be the connected and simply connected Lie groups of type A2 and A. Let N 2 and N 
be their maximal unipotent subgroups. Each A2-module X gives rise to ipx S C[N 2 ] ([13] and [8]). Let 
i'x = vifx), where p : C[A^2] — > C[N] is defined as above. 
Proposition 4 (i) If X G modA 2 then ipx only depends on H(X). 
(ii) Let T be a maximal a 2 -rigid A 2 -module such that S(T) = T^- 12 - lk . Then the ipx 's where X runs 

over the indecomposable summands of T form an initial seed of [1] for the cluster algebra C[N]. 
(Hi) Let £ be the set of the maximal a 2 -rigid a 2 -basic A 2 -modules that can be reached using mutations 
of type v from T . There is a bijection between the isomorphism classes of £(£) and the clusters of 
C[N}. 

All previous results in terms of A2 and S can be translated in terms of AiTi and F. 
Corollary 5 The cluster variables of C[N] are f G C[N] such that p~ 1 (f) is a collection of cluster 
variables of the same cluster ofC[N 2 ]. The preimage by p of the clusters of C[N] are clusters ofC[N 2 ]. 

This allows to prove a conjecture of Fomin and Zelevinsky which was proved in the simply-laced case 
by Geifi, Leclerc et Schroer : 

Theorem 6 The cluster monomials of C[N] are linearly independent. 



1. Definitions et notations 

Soit un diagramme de Dynkin D simplement lace d'ensemble de sommets I et a un automorphisme 
admissible de D (c'est-a-dire que deux sommets d'une meme orbite ne sont jamais relies par une fleche). 
Soit C la matrice de Cartan de D. II y a deux fagons naturelles de construire une nouvelle matrice de 
Cartan indexee par Pensemble I/a des orbites : 

^ = i E C« et ^ = 4y E C« 

w (»,j')eixj ^ (»,j)€ixj 

ou i, j G 1 1 a. On notera D' et D" les diagrammes de Dynkin correspondants. Par exemple, si D = A 2n _\ 
et a est l'unique automorphisme d'ordre 2, alors D' = B n et D" = C n . On peut construire tous les 
diagrammes de Dynkin non simplement laces de chacune de ces deux fagons. 

Soit G le groupe de Lie connexe et simplement connexe de diagramme de Dynkin D et G" le groupe 
de Lie connexe et simplement connexe de diagramme de Dynkin D" . Soient N et N" des sous-groupes 
unipotents maximaux de G et de G" . Soient aussi n et n" leurs algebres de Lie. II y a un unique morphime 
injectif t de n" dans n verifiant i(e") = J2iei e * ou ^ es e i designent les generateurs de Chevalley de n" et 
les et ceux de n (voir [12, 7.9]). On peut done identifier U(n") a une sous-algebre de U(n). Rappelons que 
U(n)* ~ C[N] et U(n")* ~ C[iV"] comme algebres de Hopf. Finalement, on a une surjection p : C[N] -» 
C[N"] qui correspond au fait que TV" est un sous-groupe algebrique de N. 

Si A est un anneau et T est un groupe agissant sur A, on notera AT l'anneau dont le groupe additif est 
A(8>zZ[r] et la multiplication prolonge (ai(g>(7i)(a2®<72) = (0151(02) <8>5i52) pour (ai, 51), (a 2 ,g 2 ) G AxT. 
Si A a une structure de fc-algebre, elle induit une structure de fc-algebre sur ^4r. Pour plus de details sur 
cette construction, voir [16]. 
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2. Modules rigides symetriques et mutations 

Soit A un diagramme de Dynkin quelconque. Soient Ai (resp. A2) le diagramme de Dynkin simplement 
lace et a\ (resp. a 2 ) l'automorphisme de Ai (resp. A 2 ) verifiant A^ = A (resp. A 2 = A). Notons n 
l'ordre commun de 01 et de a 2 . Soient aussi Qi = (I\,Fi) et Q 2 = (-^,-F^) des orientations de Ai et A 2 
compatibles respectivement avec a\ et a 2 . Notons enfin Ai et A 2 les algebres preprojectives de Q\ et Q 2 
(voir [4] ou [13]). 

Soit ri le groupe d'automorphismes de Ai engendre par 01. Ce groupe agit sur Ai done on peut former 
A,l : . 

Proposition 1 II existe une equivalence de categories $ : modA]^ — ► modA 2 . 
On demontre ce resultat a l'aide des methodes presentees en [16]. 

Notons F : modA]^ — > modAi le foncteur d'oubli. Pour tout M G modA 2 , notons S(M) = 
©l-=o a \{M) et S(M) le plus grand sous-module basique de S(M). 
Deux A 2 -modules M et N seront dit a 2 -isomorphes si S{M) ~ S(N). 

Un AiPi-module (resp. A 2 -module) M sera appele F-rigide (resp. a 2 -rigide) si F(M) (resp. S(M)) 
est rigide. II sera dit F-rigide maximal (resp. a 2 -rigide maximal) si pour tout AiTi-module (resp. A 2 - 
module) indecomposable X, si M®X est F-rigide (resp a 2 -rigide) alors F(X) (resp. S(X)) est un facteur 
indecomposable de F(M) (resp. S(M)). 

Un AilVmodule M sera appele F-basique si F(M) est basique. Un A 2 -module M sera appele a 2 - 
basique si il n'a pas deux facteurs directs o 2 -isomorphes. 

Pour i G I = I 2 /a 2 , on definit Q\ = © iei Qi ou les Qi sont les enveloppes injectives des A 2 -modules 

simples Si et E[ — JliGi ^1 ou ^ es son ^ ^ es f° nc t eurs definis dans [9] ; £\ est bien defini car les E\ 
intervenant commutent. Soit maintenant iii 2 . . . ife une expression reduite du mot de plus grande longueur 
du groupe de Weyl correspondant a A ; on peut lui associer le A 2 -module 

k 

Ti^..:^ = @ ^^itj • • ■ £i e (Qie) © ^ Qi- 

1=1 iei 

C'est un module rigide basique maximal. 

Proposition 2 (i) Soient X, X' G modAiFi. Alors F(X) ~ F(X') si et seulement si S($(X)) ~ 
S(*(X')). 

(ii) Un k\Ti-module X est F-rigide (resp. F-basique) si et seulement si &{X) est ai-rigide (resp. a 2 - 
basique). 

(Hi) Soit T 2 G modA 2 a,2-basique tel que S(T 2 ) = Ti^...^ . Ce module est ai-rigide maximal et il a 
r facteurs directs indecompo sables non a^-isomorphes ou r est le nombre de racines postives du 
systeme associe a A. 

(iv) Les A^-modules an-rigides ont au plus r facteurs directs non d2-isomorphes. De plus, ceux qui sont 

maximaux ont exactement r facteurs directs non ai-isomorphes . 
(v) Un h.2-module X est ai-rigide maximal si et seulement si S(A') est rigide maximal. De plus, tout 
h.2-module rigide basique maximal a^-stable admet au moins un antecedent par S. 

Soit T — To © X un A 2 -module a 2 -rigide maximal et a 2 -basique, tel que X soit un facteur indecompo- 
sable non projectif. Si / est une add(S'(To))-approximation minimale a gauche de X, alors / est injective 
et Ton notera vx(T) — To Y ou Y est le conoyau de /. 

Proposition 3 (i) Le module Y est indecomposable et vx{T) est a,2-rigide maximal et a,2-basique. 
(ii) v x {vy(T)) = T. 
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(Hi) Yi(vx(T)) ne depend que de E(T) et 

Le module S(T) est un A2-module rigide basique maximal invariant par Taction de a-i- On peut consi- 
dered suivant [6], pour tout A2-module rigide basique maximal X" et pour tout facteur indecomposable 
X 1 de T" le module fj,x>{T') obtenu par mutation. Notons X l'ensemble des facteurs indecomposables de 
£(AT). On montre que les mutations v s'expriment de la maniere suivante a partir des mutations fi : 

X(MT))= II ^(S(T)) 
x'ex 

ou le second membre ne depend pas de l'ordre des mutations. 



3. Algebres amassees 

Soient d et G les groupes de Lie connexes et simplement connexes de type Aj et A (i G {1,2}). 
Soient Ni et N leurs sous groupes unipotents maximaux et n, et n les algebres de Lie de N et N. A 
chaque A2-module X, on peut associer une fonction 5x de Ufa)* (voir [13]) et done une fonction ipx 
de C[A^] (voir 1). Notons ipx = p(<Px), ou p est definie en 1. Si X' est un AiTi-module, on notera aussi 

ipx> = i><s>(x')- 

Proposition 4 (i) Pour tout X £ modA2, ipx = ipa 2 (x)- Autrement dit ipx ne depend que de H(X). 
(ii) Soit T un module a-i-rigide maximal tel que S(T) = T^- 12 - lk . Alors l'ensemble des ipx ou X est un 
facteur indecomposable de T forme I'une des graines initiales de [1] pour I'algebre amassee C[N]. 
Cette graine initiale ne depend que du mot i\i2 • • • ife et on obtient toutes les graines initiales de [1] 
de cette facon. 

(Hi) Soit £ l'ensemble des h.2-modules a-i-rigides maximaux que Von peut atteindre par la mutation v a 
partir de T . II y a une bijection entre les classes d'isomorphisme de £(£) et les amas de I'algebre 
amassee C[N] . 

Tous les resultats precedents concernant A 2 et S se traduisent par des resultats equivalents concernant 
A^i et F. 

On obtient le corollaire suivant : 
Corollaire 5 Les variables d'amas de C[N] sont des fonctions f sur N telles que p~ 1 (f) soit consituee 
de variables d'amas appartenant toutes a un meme amas de C[A r 2]. L'image reciproque par p d'un amas 
de C[N] est un amas de C[N2\. 

De plus, si x est un amas de C[N], et x S x n'est pas dans I'anneau des coefficients de I'algebre amassee 
(autrement dit s'il ne provient pas d'un h.i-module projectif), 

p - i (m*))= n mp-'w) 

p(x a )=x 

la composition etant bien definie car les [i xo commutent dans ce cas. 

Ce corollaire peut aussi se demontrer directement avec les memes techniques que dans [2]. 

Si Me mod Ai est stable par a\ (i.e. verifie a\M ~ M) et i £ I = I\/a\, on note k\{M) la dimension 
du sous-module maximal de M supporte par i. On note 1Z l'ensemble des classes d'isomorphisme de Ai- 
modules rigides stables par oi, et si d est un vecteur dimension stable par oi, IZd designe l'ensemble des 
elements de 1Z de dimension d et 1Zd.\,k = {M G \ ki(M) = k}. On montre que £\ induit une injection 
de 7£d,i,fc dans 7?-d-fei,i,o- 

Pour tout M G mod Ai stable par a\, notons sm l'element de U{n)* correspondant a ipM- 
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Theoreme 6 (i) Pour tout M G IZd, il existe /m S t^( n ) homogene de degre d tel que pour tout 
N eTZ, e N (f M ) = t M =N- 
(ii) Les mondmes d'amas (c'est-a-dire les produits de variables d'amas d'un meme amas) de C[N] sont 
lineairement independants. 

Demonstration 

(i) On construit fu par recurrence sur d. Pour d = 0, fo = 1. Supposons fw construit pour tout M' 
de dimension strictement inferieure a d. Comme M est nilpotente, il existe i tel que ki(M) > 0. 
Raisonnons done par recurrence descendante sur fci(M). Supposons le resultat montre pour tous les 
M' de dimension d et tels que h{M) < h{M') < d ; . Soit / = / £ t (M) ef i(M) . Mors 

/m = fo — £N(fo)fN- 
lV£R d | fci(JV)>fci(Af) 

convient. 

(ii) On deduit du point precedent que les Em sont lineairement independants, done les ipM> et on conclut 
en observant que les monomes d'amas sont exactement les ipM, ou M parcourt 1Z. □ 

Le second point est une conjecture de Fomin et Zelevinsky, qui avait ete montre dans le cas simplement 
lace par Geifi, Leclerc et Schroer. 
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